Prerequisiti:

- Risoluzione di equazioni di 1° e 2° grado.

- Definizione di seno, coseno e tangente di
un angolo.

OBIETTIVI DI APPRENDIMENTO

Una volta completata 1’unita, gli allievi devo-
no essere in grado di:

- definire la misura di un angolo in radianti
e passare dalla misura in radianti a quella
in gradi sessagesimali, e viceversa

- rappresentare le funzioni seno, coseno e
tangente, enunciandone le proprieta prin-
cipali, compresa la loro invertibilita

- risolvere semplici equazioni e disequazio-
ni goniometriche, anche per approssima-
zione

- costruire modelli di andamenti periodici

53.1

53.2
53.3

53.4
53.5
53.6

L’unita riguarda il 2° biennio di tutte le scuole supe-

riori, tranne l'lstituto Tecnico, settore Economico.

Il radiante e le funzioni circola-
ri.

Equazioni goniometriche.
Funzioni lineari in seno e cose-
no.

Modelli di andamenti periodici.
Funzioni circolari inverse.
Disequazioni goniometriche.

Verifiche.

Una breve sintesi
per domande e risposte.

Funzioni circolari

Unita 53
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Unita 53 — Funzioni circolari

53.1 IL RADIANTE E LE FUNZIONI CIRCOLARI

53.1.1 Di solito, nella pratica, gli angoli si misurano in gradi sessagesimali. Ricordiamo, a questo proposito,
che un grado sessagesimale (1°) € la 360-esima parte dell’angolo giro, o, se si vuole, la 180-esima
parte dell’angolo piatto o la 90-esima parte dell’angolo retto. Spesso si chiama semplicemente grado.
Essa, pero, non ¢ la sola misura degli angoli. Detto per inciso, i topografi per esempio usano il grado
centesimale, che ¢ la centesima parte dell’angolo retto.

Ma noi qui vogliamo occuparci di una terza misura, una misura cosiddetta teorica, per distinguerla
dalle altre due che sono dette pratiche poiché si possono ottenere direttamente con idonei strumenti di
misura (i goniometri).

Consideriamo, allora, un insieme di circonferenze concentriche ed un qualsiasi angolo aOb, convesso
0 concavo, avente il vertice nel centro O delle circonferenze (Fig. 1).

L’intersezione dell’angolo con la circonferenza di raggio ry ,r,, 3, ... € I’arco di circonferenza lungo

rispettivamente L1, L2, L3, ... . Se a° ¢ la misura in gradi sessagesimali dell’angolo, si ha, come noto:
L mry L, mr Ly mr3 .
o« 180°" o«° 180°° «° 180° "
da cui segue:
Ly ma® L, ma® Ly ma® .
r; 180°° r, 180°" r; 180°°
e percio:
Li Ly L
E = g = E =....

E implicito che angoli ed archi sono considerati orientati.

FIG. 1

E chiaro, pertanto, che il rapporto tra la lunghezza di un arco e quella del raggio della corrispondente
circonferenza é invariante al variare della circonferenza. Esso cambia, invece, al mutare dell’angolo. E
insomma una caratteristica peculiare dell’angolo.

Proprio tale rapporto si assume come misura dell’angolo, detta misura in radianti.

In altre parole: considerato un angolo (orientato), tracciata una circonferenza di raggio r avente il cen-
tro nel vertice dell’angolo e indicata con L la lunghezza dell’arco (orientato) che I’angolo intercetta

sulla circonferenza, la misura in radianti dell’angolo ¢ il numero reale p tale che:

L
pP==

r .
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Da questa relazione, nel caso particolare in cui si abbia L=r, si deduce p=1. Percio:
Il radiante e la misura dell’angolo (orientato positivamente) che, su una qualunque circonferen-
za avente il centro nel vertice dell’angolo, intercetta un arco lungo quanto il raggio della circon-

ferenza.
. . - . L1 LZ L3 . . TTo® -
Osserviamo che i rapporti di cui sopra — Ty —SONO tutti uguali a Teo; Percuiin generale
1 2 3

. na®

si ha: p= 0° © anche:
p
m 180°°

Questa relazione permette di convertire gli uni negli altri i gradi sessagesimali e i radianti.

In particolare si ha che:

- un angolo giro (360°) misura 2= radianti;

- un angolo piatto (180°) misura = radianti;

- un angolo retto (90°) misura 7t/2 radianti.

Si puo calcolare inoltre che un angolo di 1 rad ha una misura, in gradi sessagesimali, di 57°17°44”,8.

Esercizi.
1) Trasforma in radianti i seguenti angoli misurati in gradi sessagesimali (eventualmente, ma solo se oc-
corre, con 1’uso di una calcolatrice):
30°, 60°, 45° 120° 135°, 150°, 270° 37°45, 115°32'45".
2) Esprimi in radianti le misure degli angoli interni dei poligoni regolari di 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12 lati.
3) Trasforma in gradi sessagesimali i seguenti angoli espressi in radianti (eventualmente, ma solo se occor-
re, con I’uso di una calcolatrice):
m ™ m 3 2 3 g8
6’ 4 32" 3" 5" 127
4) Quanti radianti misura 1’angolo formato dalle lancette di un orologio quando segna le 6 € mezza?

2,35, 1,5, 4.

53.1.2 Sai gia come si definiscono le funzioni seno, coseno e tangente di un angolo misurato in gradi
sessagesimali. Nulla cambia se 1’angolo ¢ misurato in radianti. Pertanto:
- la funzione seno é la funzione che ad ogni numero reale x (concepito come misura in radianti di un
determinato angolo) associa sin x;
- la funzione coseno é la funzione che ad ogni numero reale x associa cos x;
- la funzione tangente é la funzione che ad ogni numero reale x (purché cos x #0) associa tan x.
Sappiamo che tali funzioni si dicono funzioni circolari (o trigonometriche o goniometriche). Si tratta
di funzioni trascendenti. Constatando poi che VkeZ si ha:
sin(x+2km)=sinx e cos(x+2Kkm) =cosx
e che 2z ¢ il piu piccolo valore per cui cio avviene, possiamo concludere che:
le funzioni seno e coseno sono funzioni periodiche con periodo 2.
Inoltre, siccome VkeZ si ha:
tan(x+km) =tanx
e « ¢ il piu piccolo valore per cui cio accade, possiamo concludere che:
la funzione tangente & una funzione periodica con periodo .

53.1.3 Circa i grafici delle funzioni circolari sai gia come si ottengono. Nulla cambia se sull’asse delle
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ascisse sono rappresentati adesso gli angoli espressi in radianti invece che in gradi sessagesimali. Ba-
sta tener presente che al posto degli intervalli [0°,180°] o [0°,360°] si considerano adesso gli intervalli
[0, 7] oppure [0, 2x].

Riportiamo tali grafici nelle figure sottostanti (Fig. 2: sinx; Fig. 3: cos x, Fig. 4: tan x), dove i sistemi
di riferimento non sono necessariamente monometrici.

1
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FIG. 4

53.2 EQUAZIONI GONIOMETRICHE

53.2.1 Equazione goniometrica (0 trigonometrica) in un’incognita & ogni equazione in cui I’incognita (o

una funzione di essa eventualmente) figura come argomento di una funzione goniometrica.
Le piu elementari equazioni goniometriche sono di questo tipo:
sinx=p, cosx=gq, tanx=r,
dove p, g, r sono numeri reali.
Chiaramente deve essere -1<p<1 affinché la prima equazione abbia soluzioni e -1<q<1 affinché ne
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abbia la seconda. Invece, relativamente alla terza, r puo essere un qualsiasi numero reale.
Circa la risoluzione di queste equazioni abbiamo accennato qualcosa in passato. Qui ce ne vogliamo
occupare piu diffusamente.

53.2.2 Incominciamo con ’equazione: tanx=r. Le sue soluzioni in R sono evidentemente le ascisse dei
punti in cui la curva y=tan x € intersecata dalla retta y=r (Fig. 5).

H\}'

tu12l

FIG.5

Per cui, se una di queste ascisse, vale a dire una soluzione particolare dell’equazione (per esempio
quella compresa tra -nt/2 e ©t/2) € a, tutte le soluzioni dell’equazione sono espresse dalla formula:
x=a+kmn, (VkeZ);
oppure, se gli angoli sono espressi in gradi e 1’angolo particolare ¢ a®, da quest’altra:
x =a’+ k180° (VkeZ).
Per esempio, considerata 1’equazione tanx =+/3, siccome una sua soluzione particolare & n/3, tutte le
sue soluzioni sono espresse dalla formula:

T
X = §+kn, (VkeZ);

oppure, se gli angoli sono misurati in gradi invece che in radianti, da quest’altra:

x=60°+k 180°, (VkeZ).
Risolvi, per esercizio, le seguenti equazioni, esprimendo gli angoli in radianti e senza utilizzare strumenti di
calcolo automatico:

3 V3
tanx=0; tanx=1; tanx=-1; tanxz?; tanxz—?.
53.2.3 Passiamo all’equazione: cosx=q. Ribadito che essa ha soluzioni in R solo se -1<q<1, queste
soluzioni sono le ascisse dei punti in cui la curva y= cos x interseca la retta y=q (Fig. 6).
Intanto osserviamo che se una di queste ascisse, vale a dire una soluzione particolare dell’equazione
(mettiamo quella che cade tra 0 e ) € a, un’altra ¢ —a, dal momento che si ha:
cos(-a) =cosa.
Uguaglianza che puoi facilmente dimostrare da solo, utilizzando la circonferenza goniometrica.
Tutte le soluzioni, come mostra la figura, sono espresse allora dalle due formule seguenti:
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x=a+ 2kn, x=—-a+ 2kn, (VkeZ);
oppure, se gli angoli sono espressi in gradi ed a® ¢ 1’angolo particolare, da queste altre:
x=a°+k360° x=—-a°+k360° (VKeZ).

A —a I i
SNV T\ N

FIG. 6

. . , . 2 . . . .3
Per esempio, considerata 1’equazione cos x =- \/7—, siccome una sua soluzione particolare e ST tutte le
sue soluzioni sono espresse dalle formule:

3 3
X = Zn+2kn, x=—Zn+2kn, (VkeZ);

oppure, se gli angoli sono misurati in gradi, da queste altre:
x =135°+k 360°, x=-135°4+k360° (VKkeZ).

NOTA BENE. Si capisce facilmente che le due categorie di soluzioni espresse dalle formule:
x = a+2kn, x=-a+2kn, (VkeZ);
possono essere riunite nell’unica formula seguente:

x = ta+2kn, (VkeZ).
Ugualmente se gli angoli sono espressi in gradi.

Risolvi, per esercizio, le seguenti equazioni, esprimendo gli angoli in radianti e senza utilizzare strumenti di
calcolo automatico:

V2 V3

1
COSX=0; COSX=E; COSX=—§; COSX=——; COSX=———.

53.2.4 Occupiamoci infine dell’equazione: sin x=p. Anche per essa deve essere —1<p<1 affinché ammetta
soluzioni in R. Come sopra, queste soluzioni sono le ascisse dei punti in cui la curva y= sinx interseca
la retta y=p (Fig. 7).

VY VN

FIG. 7

Intanto osserviamo che se una di queste ascisse, vale a dire una soluzione particolare dell’equazione
(mettiamo quella che cade tra -n/2 e ©t/2) € a, un’altra ¢ m-a, dal momento che si ha:
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sin(m-a) =sina.
Tutte le soluzioni allora, come mostra la figura, sono espresse dalle due formule seguenti:
x=a+2kn, x=(nm—a)+2kn, (VkeZ),
oppure, se gli angoli sono misurati in gradi ed a° ¢ I’angolo particolare, da queste altre:
x=a’+k360° x=(180°—a°) + k360°, (VkeZ).
Per esempio, considerata 1’equazione sinx=—§, siccome una sua soluzione particolare (trovata con

una calcolatrice) € all’incirca -36°52’11”, tutte le sue soluzioni sono espresse da queste due formule:
x =-36°52"11"+k 360°, x=216°52"11"+k 360°, (VkeZ).

Risolvi, per esercizio, le seguenti equazioni, esprimendo gli angoli in radianti e senza utilizzare strumenti di

calcolo automatico:

1 1 V2 V3

sinx =0; sinx=5; sinX=—E; sinx=7; sinx=—7.

NOTA BENE. A volte le due categorie di soluzioni espresse dalle formule:
x=a+2km, x=(m-a)+2km, (VkeZ),
sono riunite nell’unica categoria seguente:
x=(-1)"a+hmn, (VkeZ).
Che le due scritture siano modi diversi di indicare la stessa cosa e facilmente dimostrabile.
Lo stesso naturalmente vale se gli angoli, anziché in radianti, sono misurati in gradi.

53.2.5 Saper risolvere le equazioni dei tre tipi descritti & in pratica sufficiente ad affrontare la risoluzione di
molte equazioni trigonometriche. Naturalmente, in qualche caso bisogna ricorrere ad artifici piu o me-
no semplici e sapersi servire delle formule trigonometriche. Ma le situazioni con cui di solito si deve
misurare uno studente di scuola secondaria superiore, sono certamente alla sua portata. Per questo non
riteniamo opportuno condurre una disamina particolareggiata dei vari tipi di equazioni che, in teoria, si
potrebbero studiare. Ci soffermeremo invece, a titolo di esempio, su qualche esercizio particolarmente
significativo. Gli esercizi della sezione “verifiche” ti offriranno poi la possibilita di affinare la tua tec-
nica di calcolo.

e ESERCIZIO 1. Risolvere la seguente equazione:

V2

cos(2x-30°) = -
RISOLUZIONE. Posto 2x-30°=t, si tratta di risolvere dapprima I’equazione cos t= g, con t espresso in
gradi. Siccome una sua soluzione é 45°, tutte le soluzioni di quest’equazione ausiliaria sono espresse
da queste due formule:

t=45°4+k 360° t=-45°+k360°, (VkeZ).
Ritornando allora all’incognita x, le due formule che risolvono I’equazione diventano:
2x-30° = 45°+k 360°, 2x-30°=-45°+k360°, (VkeZ);
da cui, risolvendo rispetto ad X, si ricava:
x=37°30"+k 180°, x=-7°30'+k 180°, (VKeZ).

e ESERCIZIO 2. Risolvere la seguente equazione: tan? x - 2 tan x - 3=0.
RISOLUZIONE. Posto tanx=t, bisogna risolvere dapprima I’equazione t?-2t-3=0. Si trova
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t'=-1, t”"=3. Quindi si ottengono due equazioni elementari: tan x =-1, tan x =3.
Risolvendole si trovano le due seguenti categorie di soluzioni:
x =-45°4+k 180°, x=71°33'54"+k 180°, (VkeZ).
e ESERCIZIO 3. Risolvere la seguente equazione: cos 2x - sinx - 1=0.
RISOLUZIONE. Siccome cos 2x =1-sin? x, 1’equazione diventa:
1-2 sin® x-sinx-1=0, ossia: 2 sin®x + sinx =0.
Si ottengono dapprima due equazioni elementari: sin x =0, sin x=- %

Le soluzioni della prima sono espresse dalla formula:
x=k180° (VkeZ);
quelle della seconda sono espresse dalle due formule:
x =-30°+k 360°, x=210°+k360°, (VkeZ).
e ESERCIZIO 4. Risolvere la seguente equazione: sinx 4+ cosx +1=0.
RisoLUzIONE. Dopo aver ricavato sinx =-1-cosx ed aver sostituito questo valore nella relazione
sin? x + cos? x =1, si ottiene:
(-1-cosx)?+ cos?x=1, ossia: cos?x+ cosx =0.
Dapprima si ottengono due equazioni elementari: cosx =0 (ma con sinx <0), cosx =-1.
Risolvendo la prima si trova la formula: x = -90°+k 360°, (VKeZ).
Risolvendo la seconda si ottiene: x = 180°+k 360°, (VKeZ).

e ESERCIZIO 5. Risolvere la seguente equazione: sinx +2 cos x +1=0.
RisoLUZIONE. Dopo aver ricavato sinx =-1-2 cosx, Si procede come nel caso precedente. Si ottiene
I’equazione:
5 cos? x +4 cos x =0.
Si trovano per prima cosa due equazioni elementari: cosx =0 (ma con sinx <0), cosxz—g (ma con
sinx >0).
Le soluzioni della prima sono riassunte nella formula: x = -90°+k 360°, (VkeZ).
Quelle della seconda nella formula: x = 143°7°48”+k 360°, (VKeZ).

e ESERCIZIO 6. Risolvere I’equazione: sin® x - 3 sinx cos x +2 cos? x =3.
RISOLUZIONE. Ricordando la relazione pitagorica (sin® x + cos? x =1), I’equazione dapprima si scrive
in questo modo:
sin®x - 3 sinx cosx +2 cos? x =3(sin2 X + cos? X)
da cui semplificando segue:
2 sin? x - 3 sinx cos x + cos? x =0.
Siccome quest’equazione non ¢ soddisfatta dagli x per cui cosx =0 (in tal caso dovrebbe essere anche
sinx =0 e cio non & possibile), dividiamo entrambi i membri per cos? x; otteniamo:
2 tan® x - 3tan x +1=0.
Quest’equazione, considerata nell’incognita ausiliaria tan x, genera le due equazioni elementari:

tanx =1, tanx=5.

La prima di queste e soddisfatta dagli x per cui si ha: x = 45°+k 180°, (VKeZ).
La seconda dagli x per cui risulta: x = 26°33’54”+k 180°, (VkeZ).
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e ESERCIZIO 7. Risolvere I’equazione: 2 sin® x cos x =3.

RISOLUZIONE. Si potrebbe pensare chissa a quali alchimie per risolvere I’equazione. In realta, la riso-
luzione ¢ immediata. Basta un po’ di ragionamento e di riflessione. Siccome sin x € cos x SON0 numeri
compresi fra -1 ed 1, intanto sin?x & compreso fra 0 ed 1 e, inoltre, il prodotto al primo membro
dell’equazione ¢ compreso fra -2 e 2. Tale primo membro, pertanto, giammai potra essere uguale a 3.
In conclusione, I’equazione non ammette soluzioni reali.

e ESERCIZIO 8. Risolvere 1’equazione: 2 sinx +3 cos x =5.

RISOLUZIONE. Anche in questo caso, come nel precedente, la conclusione ¢ immediata: 1’equazione
non ammette soluzioni reali. In effetti, solo se fosse sinx =cosx =1 il primo membro sarebbe uguale
a 5. Ma non esiste alcun angolo che abbia uguali ad 1 contemporaneamente il seno e il coseno.

53.3 FUNZIONI LINEARI IN SENO E COSENO

53.3.1 Ogni funzione del tipo:

[1] y =asinx+bcosx+c
dove a, b, ¢ sono parametri reali, si denomina funzione lineare in seno e coseno. Ha per grafico una
sinusoide.

DIMOSTRAZIONE. Per provarlo € sufficiente far vedere che esiste una traslazione che trasforma la [1]
in un’equazione di questo tipo:
[2] y =ksinx'.
Le equazioni di una generica traslazione sono le seguenti:
X'-X=Xo, ¥-Y=Yo-
In base ad esse la [1] diventa:
y -yo=asin(x - xq) +b cos(x - xq) +¢,
da cui, dopo alcune elaborazioni si ottiene:
y =(acosxy+bsinxg) sinx' +(-asinxy +b cosxg) cosx' +(c+yy).
Quest’ultima diventa del tipo [2] se ¢ soddisfatto il seguente sistema nelle incognite Xo, yo, k:
acosxq +bsinxg =k
—-asinxg +bcosxy =0
c+yo=0
Risolvendolo si trova dapprima:

b
tan Xo=—, Yo=-C
a

quindi, dopo aver calcolato sin x, e cos x, Si determina k.

53.3.2 Dopo quanto & stato detto sopra, per disegnare 1’andamento della [1] — naturalmente in un intervallo
di ampiezza 2x, per esempio nell’intervallo [0,2n] — dapprima si trovano le equazioni della traslazione
che trasformano la [1] nella [2]; quindi, si disegna la [2] e, utilizzando le equazioni della traslazione si
trovano i punti chiave per il disegno del grafico della [1].

EsempI0. Disegniamo nell’intervallo [0,2x] il grafico della funzione:
y=\/3_’ sinx + cosx +1.
RISOLUZIONE. Le equazioni della traslazione che la trasformano nell’equazione:
y =ksinx'
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sono le seguenti:

X-X=Xo, ¥Y-¥=Yo

e risulta:
t ! 1
anxg=—=, Yo=-1.
0 NE] Yo
1'[ V3 1
Dunque: xo= 3 e di conseguenza: k=v/3 cos x + sinx, =V3- > + 5 =2.

Pertanto 1’equazione assegnata ¢ trasformata nell’equazione:
y =2sinx'

dalla traslazione di equazioni:

TT

X -x=—=, y-y=-1.

6 VY
Il grafico di questa funzione é disegnato in figura 8, relativamente all’intervallo [0, 2m]. Da esso, con
la traslazione di vettore di componenti (—g, 1), si ottiene il grafico della funzione assegnata.

/\.3,
E

FIG. 8

In particolare, riguardo all’intervallo [0, 2], questa funzione ha le seguenti proprieta:
- siestende tra i punti A(0,1) e B(2m,1);

- interseca l’asse x nei punti C, D di ascisse rispettivamente T e 370 ottenute risolvendo

I’equazione V3sinx + cos x +1=0;
- hail massimo nel punto E tale che: xg=2-~=2, yp=2+1=3;

2 6 3’
- hail minimo nel punto F tale che: xF=37“—g=%“,yF=—2+1=—1.

Esercizi da risolvere.
1. Ti proponiamo di disegnare nell’intervallo [0, 2] i grafici delle seguenti funzioni e di verificare la cor-
rettezza del risultato con ’ausilio di uno strumento di calcolo automatico:
y=sinx + cosx; y=V3sinx+3cosx-1; y=sinx-cosx+2.
2. Dimostrare che ogni funzione del tipo:
y = asin?x + bsinxcosx+ ccosx? +d,
dove a, b, ¢, d sono numeri reali assegnati, puo mettersi nella forma seguente:
y = Asin2x+ Bcos2x+ C,
dove A, B, C sono numeri reali espressi per mezzo dei numeri a, b, c, d.
[AVVERTENZA: Si osservi in via preliminare che d=d( sin® x + cos?x)]
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53.4 MODELLI DI ANDAMENTI PERIODICI

53.4.1 Un punto materiale Q si muove su una circonferenza di moto uniforme con velocita angolare
costante di 1 radiante al secondo. Consideriamo la sua proiezione ortogonale P sul diametro AB della
circonferenza, sul quale € stabilito un opportuno riferimento cartesiano, quello avente il centro del cer-
chio come origine e il punto A come punto unita (Fig. 9).

Posto che il punto Q si trovi in A nell’istante 0 (per cui anche P si trova in A in quell’istante), la teoria
mostra che la legge con cui P si muove sul diametro AB, al variare del tempo t, € la seguente:
X=cost.
Si tratta evidentemente di una funzione periodica, piu precisamente della funzione coseno.
Il moto del punto P si chiama moto armonico semplice.

FIG.9

Ammesso che x sia misurato in metri e t in secondi, ti invitiamo a rispondere alle seguenti domande:

a) In quale istante il punto P passa per la prima volta da O? In quale istante vi passa per la seconda volta?

b) In quale istante per la prima volta il punto P inverte il suo moto?

¢) Quanto tempo impiega P a compiere un viaggio completo di andata e ritorno? (Questo tempo si chiama
periodo).

53.4.2 Consideriamo una molla elicoidale e immaginiamo di sollecitare un suo estremo in modo da forzarlo
a muoversi di moto armonico semplice in una direzione perpendicolare a quella della molla. Stabilia-
mo un sistema di riferimento cartesiano (Oxy), assumendo la direzione della molla come asse X e quel-
la in cui ¢ sollecitato a muoversi 1’estremo considerato come asse y. Sappiamo dalla fisica che lungo la
molla si propaga un’onda armonica. Ammettiamo che essa abbia ampiezza 1 metro, periodo 27 secon-
di e lunghezza d’onda 27t metri. Se la propagazione avviene nel verso fissato come positivo sull’asse X,
I’onda ha la seguente equazione:

y=sin(t-x).
Ebbene, di questa equazione si ha una duplice interpretazione:
a) Fissato un valore di t, I’equazione fornisce la configurazione della molla in quell’istante ed ¢ evi-
dente che si tratta di una sinusoide.
b) Fissato un valore di x, I’equazione rappresenta la legge del moto del punto di ascissa x ed & ancora
evidente che si tratta di una sinusoide.

53.5 FUNZIONI CIRCOLARI INVERSE

53.5.1 Ci vogliamo occupare adesso delle funzioni inverse di seno, coseno e tangente.
¢ Incominciamo a prendere in considerazione la funzione tangente:
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T T
y =tanx,conx € ]_E’E[ edy € R.

Si tratta di una funzione invertibile f. La sua funzione inversa f 1= tan~! x si chiama arcotangente

e, con lo scambio di variabili fra x ed y, si indica con:

T T
y = atanx,conx € Redy € ]_E'E .

A volte, invece di atan X si scrive arctg x 0 anche arctan X, oppure atan(x) e simili.

Il grafico di f~1 si ottiene da quello di f ribaltandolo intorno alla retta y=x (Fig. 10).

¥ ¥
f]
Y=X
n
2’ 1"'
b ¥ G d .
.z [¢] b £ =1 3 X
2 ) 2
£l
3 r
LT
2
FIG. 10 FIG. 11

Prendiamo adesso in considerazione la funzione seno. Anche se riferita ad un periodo, per esempio
all’intervallo [0,2m], essa non ¢ invertibile. Se, tuttavia, restringiamo il suo dominio all’intervallo

]—gg[ allora lo diventa. Dunque la funzione f, che ad x associa y tale che:
] T T
y = sinx,conx € [—5,5] edy € [-1,1],
& invertibile. La sua funzione inversa f~1=sin~! x si chiama arcoseno e, con lo scambio di variabili
frax edy, si indica cosi:

=asinx,conx € [—-1,1]edy € [—E E]
Y - 1) ) y 2 ) 2 .
A volte al posto di asin x si scrive arcsin x o anche arcsen x, oppure asin(x) e simili.
Il grafico di f~1 si ottiene ribaltando quello di f intorno alla retta y=x (Fig. 11).

Consideriamo infine la funzione coseno. Si 0 anche arccos x oppure arccos(x).
possono fare considerazioni analoghe a Anche il grafico di f=1 si ottiene ribaltando
quelle fatte per il seno. Si giunge alla con- quello di fintorno alla retta y=x (Fig. 12).
clusione che la funzione f, che ad x associa ANy
y tale che: m e
y = cosx,conx € [0, edy € [-1,1], \ 4
e invertibile. La sua funzione inversa "'Ll s
f~1=cos!x si chiama arcocoseno e, con Pat
lo scambio di variabili fra x ed y, si indica 1) o N <
Ccosi: 3
y = acosx,conx € [—1,1] edy € [0, ]. FIG. 12

A volte al posto di acos x si scrive acos(x)
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53.5.2 Le funzioni atan x, acos x, asin x sono chiamate funzioni circolari inverse. Anch’esse sono funzioni
trascendenti.
Averle definite permette di scrivere in forma implicita le soluzioni delle equazioni:
tanx =r, cosx =¢q, sinx =r.
Basta constatare che una soluzione particolare di ciascuna di esse, ovviamente a certe condizioni, € il
numero reale, nell’ordine:
atan x,acos x, asin x.
Si capisce che, con questa modalita di scrittura, gli angoli sono espressi in radianti.

e ® LABORATORIO DI MATEMATICA. Ti proponiamo di risolvere le seguenti questioni, senza 1’uso di alcu-
no strumento di calcolo automatico. Discutine in classe con i tuoi compagni e, se necessario, richiedi 1’aiuto
del tuo professore.

a) Semplificare le seguenti espressioni:

1
asmz + acosz ; atan2 — atan§.
b) Dimostrare che si ha:
_3+ 4 24 X +tb—ta+b
asms aCOSS—aSIHZS, datan a + atan —aanl_ab.

c) Calcolare il valore di x per cui si ha:

asinx = 2asin§ ; atanx = 2atan2.

53.6 DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE

53.6.1 Disequazione goniometrica (0 trigonometrica) in un’incognita ¢ ogni disequazione in cui
I’incognita (o una funzione di essa eventualmente) figura come argomento di una funzione goniome-
trica.

La risoluzione di una tale disequazione € un esercizio piuttosto complesso e bisogna valutare caso per
caso. Noi comunque ci limiteremo a prendere in esame qualche situazione molto semplice. Supporre-
mo gli angoli misurati in radianti.

¢ Intanto sgombriamo il campo dalle situazioni banali come queste, portate ad esempio:

4 3
(D sinx<§; (2) cosx>-2; (3) cosx>1,2; (4) sinx<—§.

E evidente che, essendo sia sinx sia cos x compresi fra -1 ed 1, estremi inclusi, le equazioni (1) e
(2) sono soddisfatte da ogni xeR, mentre la (3) e la (4) non sono soddisfatte da alcun xeR.

e Meno banale, ma ancora abbastanza elementare, é la risoluzione della seguente disequazione:

1
COSX > E' con —-T<x<T.

Basta tener presente il cerchio trigonome-
trico (Fig. 13) per concludere che la dise-

}. #
quazione e soddisfatta dagli x tali che: G

*‘-/

T[<<T[
T3XS3

FIG: 13
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Ti mettiamo alla prova proponendoti alcuni esercizi elementari, che dovrai risolvere per 0<x<2:

2 3
cosx<1; sinx<7; cosx<—7; tanx >1;

2sinx<3; 3cosx>4; tanx<\/§; tanx>-1.

53.6.2 Occupiamoci adesso di qualche situazione un po’ pit complessa.

e ESERCIZIO 1. Risolvere la seguente disequazione: 2 cos? x < cos X, CON —T<X<T.

RISOLUZIONE. Si constata subito che 1’equazione pud mettersi nella seguente forma equivalente:
2 cos?x-cosx <0,

da cui si desume facilmente che deve essere:

1
0< <z.
cosX <5

Da qui, tenendo presente ancora una volta il cerchio trigopnometrico, segue:
T T T N

—E <X<—§ oppure § <x< E .
e ESERCIZIO 2. Risolvere la seguente disequazione: sin x > cos X, CON —~T<X<T.
RISOLUZIONE. La disequazione potrebbe essere risolta con considerazioni prettamente algebriche, ma
preferiamo seguire una via grafica, piu rapida ed intuitiva.
Poniamo allora cosx =X e sinx =Y. La disequazione, tenendo presente che cos? x + sin®x =1, si tra-
sforma nelle seguenti condizioni:

Y>X, X2+Y2=1.

Riferito adesso il piano ad un sistema monometrico di assi cartesiani ortogonali (OXY), si tratta di va-
lutare quali punti della circonferenza X?+Y?=1 (circonferenza trigonometrica) sono tali da avere
I’ordinata Y maggiore dell’ascissa X. Il disegno della circonferenza e della retta Y=X sono utili per
trarre le debite conclusioni (puoi eseguirlo da solo). Si trovano anzitutto i punti intersezione della cir-
conferenza con la retta e si ottiene:

X'= '=E X= =_£
2’ 2
Siccome a tali valori corrispondono gli angoli:
T "
x=7 ed x i

dal disegno suddetto si evince che la disequazione é soddisfatta per:

<<3 1T<<
“MSX<-—T e —<x<T.
4 4

e ESERCIZIO 3. Risolvere la seguente disequazione: (2++/3) sinx - cos x - 1<0, con 0<x<2r.
RISOLUZIONE. Si procede come prima, ponendo cos x =X, sinx =Y. Si ottengono le condizioni:
(2+V3)Y-X-1<0, X2+Y2=1.
Si tratta allora di trovare i punti della circonferenza la cui ascissa X e la cui ordinata Y soddisfano alla
disequazione. Si trovano anzitutto le intersezioni della circonferenza con la retta di equazione
(2++/3)Y-X-1=0 e si ottiene:
V3 .1

X'=—,Y== e X=-1,Y=0.
2’ 72 ¢ ’
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Siccome a tali valori corrispondono gli angoli:

dal disegno (Fig. 14) si desume che la disequa- 0
zione assegnata é soddisfatta per:

Yo

. T d
x=— ed x"=m,
6

T
<x<— <
0<x< G oppure T<x<Z2ZT. FIG. 14

VERIFICHE

1.

Risolvere le seguenti equazioni (eventualmente, ma solo se occorre, con I’uso di una calcolatrice)
esprimendo gli angoli in radianti:

a) tanx=1; tanx =-1; tanx =V/3; tanx =—/3.

b) tanx=0,5; tanx=-0,5; tanx=0,7593; tanx=-0,7593.

1
c) cosx=—; cosx=-—; cosx=0,5; cosx=-0,5.
) NG NG
d) cosx=0,6; cosx=-0,6; cosx=0,572; cosx=-0,572.
V3
e) sinx=7; sinx=-7; sinx=1; sinx =-1.
1 1 .2 2
f) smx—3, smx——4, sinx = % smx—S.

Risolvere le seguenti equazioni (eventualmente, ma solo se occorre, con I’uso di una calcolatrice)
esprimendo gli angoli in gradi:

1

1) tan(x-20°)=—. R. x=50°+k 180°

) tan( ) NG [ ]

V3
2) tan3x=—-. [R. x~13°37°52"+k 60°]
3) cos(25°-x) =1. [R. x=25°+k 360°]
1
4) cos(30°-2x) =-. [R. x=75°+k 180°, x=-45°+k 180°]
V3
5) sin2x= - [R. x=30°+k 180°, x=60°+k 180°]
4

6) sin(x+27°)=- < [R. x~-80°7"48"+k 360°, x~206°7'48"+k 360°]
7) tan?x-2tanx=0. [R. x=k 180°, x~63°26'3"+k 180°]
8) tan?x-3=0. [R. x=+60°+k 180°]
9) cos?x-2cosx=0. [R. x=90°+k 180°]
10) 4 cos? x-1=0. [R. x=4+60°+k 360°, x=1120°+k 360°]
11) 2 sin®? x +3 sinx =0. [R. x=k 180°]
12) 2 sin? x-1=0. [R. x=7445°4+k360° x =4 135°+ k 360°]
13) sen 2x + cosx = 0. [R. x=90°+k 180°, x=-30°+k 360°, x=-150°+k 360°]
14) cos 2x + sin 2x =0. [R. x=67°30"+k 90°]
15) 2sinx + cosx +1=0. [R. x=180°+k 360°, x~306°52"12"+k 360°]
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16) sinx-cosx-1=0. [R. x=180°+k 360°, x=90°+k 360°]
17) V3sinx - cos x -1=0. [R. x=180°+k 360°, x=60°+k 360°]
18) V3sinx + cosx +1=0. [R. x=180°+k 360°, x=300°+k 360°]
19) sinx +3 cos x =4. [R. impossibile]
20) sin 2x +2 sinx cos x + cos 2x -2=0. [R. x=45°+k 180°, x~18°26'5"+k 180°]
21) sin 2x + cos? x =0. [R. x=90°+k 180°, x~153°26'6"+k 180°]
22) 2 sin? x - sinx cos x - cos? x -1=0. [R. x=135°+k 180°, x ~ 63°26’3"+k 180°]
23) sin? x + sinx cos x +2 cos? x -5=0. [R. impossibile]

Si considerino le seguenti relazioni, dove x & una generica ampiezza espressa in gradi:

1) sin 2(x+30°) =2 sin(x+30°) [A] [B] [C]

2) cos4x + cos 2x =2 cos x cos 3X [A] [B] [C]

3) sinx+ cosx=2 [A] [B] [C]

4) cos(90°+x) =sinx [A] [B] [C]

5) sin(180°-2x) =sinx [A] [B] [C]

X
6) sinEcos 2x=3 [A] [B] [C]
Per ciascuna di esse & vera una ed una sola delle seguenti alternative:
A) larelazione é soddisfatta per ogni valore di x;
B) larelazione e soddisfatta per infiniti x ma non tutti;
C) larelazione non é soddisfatta per alcun valore di x.
Contrassegna, a fianco di ciascuna delle relazioni proposte, la lettera che corrisponde all’alternativa
corretta.
Riferito il piano ad un sistema di assi cartesiani ortogonali (Oxy), disegnare i grafici delle seguenti
funzioni nell’intervallo [0,27]:

1 . 3 _ 3. 3
a) y=5sinx-—-cosx; b) y=-sinx+cosx+1; c¢) y=§smx+7cosx+1.

Calcolare il valore della funzione: y=sinx-2cosx+2 nel punto x’, compreso fra 0 e m, tale che
tanx' =-2 e disegnarne I’andamento nell’intervallo [0,2].

Calcolare il valore della funzione: y=2sinx+ cosx nel punto x’, compreso fra 0 e m, tale che
1 , ,:
tanx'=-e¢ disegnarne I’andamento nell’intervallo [0,21].

Trovare le funzioni componenti delle seguenti funzioni composte:

a) y=sin2x; b) y=cos2x; c) y=2tanx;

2

d) y=sinlnx; e) y=Insin2x; f) y=sin®cosx.

Risolvere le seguenti equazioni esprimendo gli angoli in radianti:

1) sin2x="-. R x=g+kn, x=g+kn]

2) tan 3X—§ [R x—§+ kn , dove a= atan? =0 71372]
3) tan®x-2tanx=0. [R. x=kn, x=a+kn, dove a=atan2 =~ 1,10715]
4) 3cos’x+5cosx-2=0 [R. x=+a+2kn, dove a= acos% = 1,23096]
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T
5) cos?x-2cosx=0. [R. x=3 +kn]

21
6) 4cos?x-1=0. [R. x=4=+2kn, X=i?+2kn]

w3

7) 3sin?x+2sinx=0.

2 ]
R. x=kn, x=a+2kn, x=(n-a)+2kn, dove a=asin <_§) =~ -0,72973
T 3 ;
8) 2 sin? x-1=0. [R. x=iz+2kn, X=i:+2k7’t
e e 5n :
9) sin2x+ cosx=0. [R. x=§+kn, x=—g+2kn, X=—?+2k7’t
] 3n kn
10) cos 2x + sin 2x =0. [R. X=?+7
1 -
11) 2sinx+ cosx+1=0. [R. x=n+2kn, x=20+2kn, dove a=atan (_E) ~ -0,46365
. l
12) sinx-cosx-1=0. [R. x=n+2Kkn, X=§+2kn]
b
13) sin®x +2 sinx cosx + cos? x -2=0. [R. X=Z+kn]
T
14) sin 2x + cos? x =0. [R. X=E+k7‘t, X= ]
3n
15) 2sin®x-sinx cosx - cos?x-1=0. [R. X=T+kn’ X= ]
9. Risolvere le seguenti disequazioni per 0<x<2m:
) i 37
1. cos“x-cosx>0. [R. §<x<7
7n 1ln ;
2. 2sin?x+ sinx <0. [R. n<x<?, T<x<2n
T 7]
3. V3tan?x<tanx. [R. 0<X<€’ n<x<z
4, sin®x+sinx-2 > 0. [R. impossibile]
£ 4cos?x<l [R n< <2n 4-7'C< 5
. 4cos“x<1. .3_x_3, _x_3_
6. 3tan?x+2V3t 3>0 [R T« <27T 2z 77t< <57E ¢3n_
. an‘ x an x . g X 3 con x > @ X 3 con X 7|
b
7. sinx+cosx-1=0. [R. OSXSE]
i 21
8. sinx—(Z—\/g)cosx—1>0. [R. §<X<?]
9. sin2 <0 [R o< <T[ 7t< <5n 31r< <2 ]
. sin2x-cosx <0. . _x_6, 2_x_ < <x<2m
T 3n
10. sinx-tanx <0. [R. 0<x<§, n<x<7]
11, 4si >1 [R T oexc2r, BT <17n]
. 4sinxcosx>1. - 17 X 2 12 X 1
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10. Risolvere le seguenti disequazioni per —n<x<m:

1. cos®x-cosx>0. [R. —TCSX<—E, E<x<7r]
2 2
- ) 50 =@
2. 2sin“x 4+ sinx <0. [R. —nSxS—?, —ESXSO]
5n i
3. V3tan?x <tanx. [R. -m<x<-—, 0<x<g]
4. 4si >1 [R U7 i TE T T
. 4sinxcosx>1. R TR TURT ALY
5. cos®x-sinx>2. [R. impossibile]

11. Questioni varie ®:
1. E assegnata la seguente equazione:
2sinx +cosx = 3.

Disponi di 10 secondi per trovare le sue soluzioni reali o di dimostrare che non ne esistono.

2. E assegnata la seguente equazione:
4 ia4 1 1102 — 3 X
cos” x + sin x—Esm 2x—§+2 .

Dimostra che non ammette soluzioni reali.

3. E assegnata la seguente equazione:
2(cos* x + sin* x) + sin? 2x = 1 + 2%,

Trova le sue soluzioni reali o dimostra che non ne esistono.

4. E assegnata la seguente equazione:
22sinx — g

Trova le sue soluzioni reali o dimostra che non ne esistono.

5. E assegnata la seguente equazione:
e sin2x _— \/E ,

essendo “e” il numero di Nepero. Trova le sue soluzioni reali o dimostra che non ne esistono.

6. E assegnata la seguente equazione:
2%+ 27% = cos?x — sin’x.

Spiega perché non ammette soluzioni.

7. E assegnata la seguente disequazione:
sin2x + 2cos®x > 3.

Spiega perché non ammette soluzioni.

8. E assegnata la seguente disequazione:
cos* x + sin* x + 2 sin? 2x > 3 + 25inx,

Spiega perché non ammette soluzioni.

9. E assegnata la seguente disequazione:

1
cos* x + sin* x +Esin2 2x =1+ 2nx,
Trova le sue soluzioni reali o dimostra che non ne esistono.

10. E assegnata la seguente disequazione:
3 2cosx <0,

! Le questioni proposte si risolvono tutte con considerazioni elementari e senza scomodare strumenti di calcolo
automatico, che tuttavia possono essere usati per verificare la correttezza delle risposte.

18 Matematica per le scuole superiori



Unita 53 — Funzioni circolari

Trova le sue soluzioni.
11. E assegnata la seguente disequazione:
e—COSX—SlnX > 1.
essendo “e” il numero di Nepero. Trova le sue soluzioni.
12. E assegnata la seguente disequazione:
2*¥ +27* > 4sinxcosx.
Trova le sue soluzioni.

UNA BREVE SINTESI PER DOMANDE E RISPOSTE

DOMANDE.

1. E vero che un grado sessagesimale ¢ la sessantesima parte dell’angolo retto, mentre il radiante ¢ la no-
vantesima parte dell’angolo retto?

2. E vero che esistono due angoli compresi fra 0 e 2 che hanno il seno e il coseno uguali e due angoli
che hanno il seno e il coseno opposti?

3. E vero che il grafico della funzione y= cosx si ottiene da quello della funzione y= sin x traslandolo di
m/2 nella direzione delle x positive?

4. E vero che la curva di equazione y= tan x ammette due asintoti verticali?
5. Piero e Giacomo sono alle prese con questa equazione:
.3
SInX = 7 .

Piero trova come soluzione gli angoli x tali che:
s 21
X= 3 +2km oppure x= KX +2km:
Giacomo trova, invece, gli angoli x tali che:
y

x=(-1h §+hT[.

E vero che Piero ha risolto correttamente e Giacomo no?
6. Devi risolvere la seguente equazione:
3 sin 3x cos 2x =5.

Pensi di ricorrere a formule particolari?
7. E vero che:

3
atan(-2)+ atan(-3) =T ?

8. Quali sono le soluzioni della disequazione:

1
cos? x -sin? x > 5 per -m<x<m?

RISPOSTE.

1. No, tutto shagliato. 1l grado sessagesimale € la novantesima parte dell’angolo retto, mentre il radiante
¢ I’ampiezza dell’angolo che, su una qualsiasi circonferenza avente il centro nella sua origine, intercet-
ta un arco lungo quanto il raggio della circonferenza.

2. E cosi. | primi due angoli, uno appartenente al 1° quadrante e ’altro al 3°, sono /4 e 5m/4; gli altri
due angoli, uno appartenente al 2° quadrante e 1’altro al 4°, sono 31t/4 e 71 /4.

©
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3. No. In questo modo si ottiene il grafico della funzione y=- cos x. Se, invece, si vuole ottenere il grafi-
co di y= cosx hisogna traslare y=sin x di /2 nella direzione delle x negative.

4. E vero solo se la curva & disegnata in un intervallo di ampiezza 2, come ad esempio [0,2m]. Se, di-
versamente, € disegnata in un periodo, per esempio [0,1t], ammette un solo asintoto e se é disegnata su
tutto 1’asse reale ammette infiniti asintoti.

5. Non e vero: anche Giacomo ha risolto correttamente; solo che ha scritto la soluzione in forma diversa.
Se, infatti, nella soluzione trovata da Giacomo si pone una volta h=2k e un’altra volta h=2k+1, si ri-
trovano le due categorie di soluzioni trovate da Piero.

6. La risoluzione dell’equazione & questione di qualche secondo. Il prodotto sin 3x cos 2x € infatti com-
preso fra -1 ed 1, percio il primo membro dell’equazione & compreso fra -3 e 3 e, pertanto, non potra
essere uguale a 5 per nessun valore reale di x. L’equazione non ammette soluzioni reali.

7. Si. In effetti, posto atan(-2) =a e atan(-3) =, vale a dire: tan a =-2 e tan 3 =-3, per cui o e  so-
no compresi entrambi fra —g e 0, si ha:

tan o +tan 3

1-tanatanB’

da cui, tenendo presente che o+ € compreso fra -x e 0, segue:

tan(a+pB) = ossia: tan(a+p) =1.

n 3
a+f=--T.
B 4
8. Siccome cos®x-sin®x = cos 2x, la disequazione diventa: cos2x > % Conviene risolvere dapprima
supponendo xeR. Si ha:
T T . T g
-3 +2kn<2x< 3 +2km, da cui segue: - g +kn<x< g +km,

dove k é un intero relativo qualsiasi. Tenendo ora presente che deve essere -n<x<rm, dopo aver con-
statato che i soli valori di k che interessano sono -1, 0 ed 1, si trovano le seguenti soluzioni:
I T

<<57‘C <x< 57T'<<
—nx—6,—6x6,6 X<T.
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